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Escolha do Problema

Mbolas Vibrantes

Consideremos o movimento de um objeto com massa m na extremidade de
uma mola que estd ou na vertical (como na figura 1) ou na horizontal sobre
o nivel da superfifie (como na figura 2).
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Figura 1: Sistema massa/mola na vertical.

Figura 2: Sistema massa/mola na horizontal.

Segundo a Lei de Hooke, se a mola estiver esticada (ou comprimida) «
unidades do comprimento natural, entao ela exerce uma forca proporcional
a x:

forca restauradora = —kx

onde k é uma constante positiva (chamada constante da mola). Se
ignorarmos qualquer forga de resisténcia externa (devido a resisténcia do ar



ou atrito), entdo, pela Segunda Lei de Newton (forga é igual a massa vezes
aceleregao), teremos:
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Esta é uma equacao diferencial linear de segunda ordem. Sua equagao
auxiliar é mr? + k = 0 com as raizes r = +wi, onde w = ,/%. Assim, a

solucao geral é:

x(t) = C coswt + Casen wt

que pode também ser escrita como

x(t) = Acos(wt + 0)

k n
w= \/; (freqiiéncia) (2)

A =4/C} 4+ C3(amplitude) (3)

onde
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(0 é o angulo de fase)

Motivo da Escolha

Foi escolhido o problema das molas vibrantes para que o grupo encontrasse
um exemplo diferente do demonstrado em aula pelo professor. Exemplo
este que demonstrava o uso de equacoes diferenciais de segunda ordem na
resolucao de problemas com circuitos elétricos.



Casos Particulares

Vibracoes Amortecidas

A seguir consideraremos o movimento de uma mola que estd sujeita a uma
forga de atrito (no caso da mola horizontal da figura 2) ou uma forga de
amortecimento (no caso de uma mola vertical que se movimenta através de
um fluido, como na figura 3). Um exemplo é a for¢a de amortecimento
proporcionada pelo choque absorvido em carro ou bicicleta.
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Figura 3: Sistema massa/mola através de fluido.

Vamos supor que a for¢a de amortecimento seja proporcional a velocidade
da massa. e atue na dire¢do oposta ao movimento. (Isso tem sido confirmado,
pelo menos aproximadamente, para alguns experimentos fisicos.) Assim

. dx
forca de amortecimento = —c—
dt
onde ¢ é uma constante positiva, chamada constante de amorteci-

mento. Assim, nesse caso, a Segunda Lei de Newton fornece
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A equacao 4 é uma equacao diferencial linear de segunda ordem, e sua
equacao auxiliar é mr? + cr + k = 0. As rafzes sao

—c+ V2 —4dmk . —c— /2 —4mk (5)
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Com essas raizes, precisamos discutir trés casos

Caso I - ¢ — 4mk > 0 (superamortecimento)

Nesse caso r; e ry sao raizes distintas e
r = Cre™ 4 Che™

Caso II - ¢* — 4mk = 0 (amortecimento critico)

Nesse caso 1 e ry sao raizes iguais

c
Tl:rQ:_Qm

x = (O + Cyt)e~ /2t

Caso III - ¢ — 4mk < 0 (subamortecido)

Nesse caso 1 e ry sao raizes complexas

" }: ~ % i
T 2m
onde
Vamk — 2
w=--—

2m
A solucao é dada por

T = e_(c/Qm)t(Cl coswt + Caysen wt)

Exemplos Numéricos

Exemplo 1
Dados

e massa = 2 kg
e comprimento natural = 0,5 m

e comprimento esticada = 0,7 m



e forca restauradora = 25,6 N

e velocidade inicial = 0

Desenvolvimento
r=0,7-0,5=0,2m

k(0,2) = 25,6
logo k = 20 =128

Az
ZE + 1282z =0

x(t) = C cos 8t + Cysen 8t

2'(t) = —8Csen 8t + 8C, cos 8t

1
x(t) =  cos 8t

O gréfico da figura 4 mostra que ao longo do tempo, a posicao da massa
fica variando de -0,2 m a 0,2 m.
Disso, podemos tomar que a amplitude, dada pela equagao 3 é

A = JC}+C3
= /2

= /0,22
2 (6)

e

Exatamente como mostrado no grafico da figura 4
E a frequéncia, dada pela equagao 2 é
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Figura 4: Grafico da posi¢ao em fun¢ao do tempo.
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= V64

= 8§ ciclos por unidade de tempo (7)
Vemos que o sistema permace oscilando ad infinutum com a freqiiéncia

dada pela equacao 7 e amplitude dada pela equacao 6.

Exemplo 2 - com amortecimento
Dados

e massa = 2 kg



e comprimento natural = 0,5 m
e comprimento esticada = 0,7 m
e forca restauradora = 25,6 N

e velocidade inicial = 0

e constante de amortecimento = 40

Desenvolvimento

r=0,7-0,5=0,2m

k(0,2) = 25,6
c =40
logo k = 205’26 =128
d*x dx
2— +40— + 128z =
72 + Odt + 1282 =0
ou
d*x dx
— 4+ 20— + 642 =0
a2 g T

A equagao auxiliar é %+ 20r + 64 = (r +4)(r + 16) = 0 com raizes —4 e
—16, logo o movimento ¢é superamortecido e a solugao ¢é

x(t) = 016_4t + Cze_lﬁt
Estamos dando que x(0) = 0, logo C; + Cy = 0. Diferenciando obtemos
7' (t) = —4C1e " — 16Ce
logo

I/(O) == —401 — 1602

Uma vez que Cy = —(', isso nos fornece que 12C; = 0,6 ou C = 0, 05.
Portanto:

r=0,05(e % — e 10

Analizando este resultado, vemos que o sistema massa/mola, tem uma
rapida desaceleracao e nem mesmo apresenta uma oscilagao com ciclo com-
pleto.
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Figura 5: Grafico da posicao em funcao do tempo.
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